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Дифференциальные преобразования тождеств 
как метод получения новых соотношений 


В работе предложены несколько дифференциальных и интегральных преобразований разных тождеств 
математического анализа. Метод имеет хорошие математические возможности и выходит за рамки данной 
статьи. Он может быть применен для доказательства тождеств и неравенств, для получения новых тождеств 
и соотношений. Так, предложен более простой способ доказательства формулы Эйлера. Кроме того, использование 
тождеств Лагранжа и формулы Эйлера позволяет получить новую формулу для скалярного и векторного 
произведений в комплексной форме. Новые тождества, полученные данным методом, представлены в таблицах. 


Введение 


Хорошо известно, что над тождествами можно выполнить ряд операций, не нару- 
шая при этом тождественного равенства. Например, тождества допускают операции 
дифференцирования, интегрирования, не говоря о тождественных преобразованиях [1]. 
При этом операции дифференцирования и интегрирования не нарушают тождествен- 
ности равенства, но приводят к внешне иным соотношениям. Поэтому некоторые опе- 
рации над тождествами можно рассматривать как метод получения новых равенств. 
Во многих случаях полученные равенства могут быть доказаны «чисто» алгебраическим 
путем, но, как мы, покажем дифференциальный и интегральный подходы часто быва- 
ют более эффективными. 

Покажем, что вычисление производной от обеих частей тождественного равен- 


ства /(х)= е(х) ‚ где функции /(х) и ®(х) дифференцируемы на рассматриваемом про- 
межутке Д ‚ приводит к тождеству 
Л) ==). (0 


Для этого выберем произвольную точку х, Е А и запишем очевидное равенство /(х,)= 


= 2(х,). Откуда следует, что 
Л) -Л(х,) = в) - 8(х,) или 


Переходя в этом равенстве к пределу при х-> х, ‚ получим равенство /’(х,)=а’(х,),а 


Год- Г.) _ ва) -в@). 
Хх 


а МЕ. 


в силу того, что точка х, произвольная, имеем равенство (1). 
Аналогично покажем, что имеет место равенство Г”(х) = ®"(х) ит.д., если функ- 
ции /(х) и 2(х) дифференцируемы надлежащее число раз на соответствующем про- 


межутке Д. 
Нетрудно показать, что частные производные от обеих частей тождественного 
равенства Г(х, у) = ®(х, у) приводит к тождествам 


д д д Е 
5.1 %7)=5.8085), 1) = ду &(х,у) . (2) 
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Аналогичные рассуждения можно применить по отношению к операции интег- 
рирования тождества Г(х) = е(х). Если Е(х) и С(х) являются соответственно перво- 


образными функций /(х) и #(х), то имеет место равенство 
Е(х)=С(х)+С, (3) 
где С - постоянная интегрирования, находится из равенства (3) в точке х,, в кото- 


рой тождество (3) определено однозначно. 
Целью статьи является дальнейшее развитие хорошо известного в математике 
метода преобразования тождеств. 


Формула Эйлера 
Обозначим созх +15шх = /(х). Дифференцируем левую и правую части равенства 
'(х) =-зшх+7с08х = Исозх +75тх) = (>). 
В результате имеем простейшее дифференциальное уравнение /”’(х) = (х) с раз- 
деляющимися переменными. Выполним стандартную процедуру 
5-9 м | {| ф+ С, ШГ) =к+шС, 
4х <>) <) 
<) = СЕ", 
Из условия /(0) = с0$0+15110 =1=> /(0) = Се® =1, находим С, =1, и, оконча- 
тельно, Г(х) =е". Итак, 
е” = созх + 13тх. (4) 
Замечание. В стандартном курсе математического анализа эта формула выводится в 
теории степенных рядов намного более объемными вычислениями [2], [3]. 
Рассмотрим формулу Муавра 
е"х = соз(их) +151(их). (5) 
для и =2: е?* = с05(2х) + 1зщ(2х). С другой стороны, 

е?х = е"е" = (созх + 15тх(созх +15тх)= с05? х — эт? х+ 215тхсозх. 
Приравняя действительную и мнимую части равенств, получим известные тригономет- 
рические формулы двойных аргументов 

с0$2х = с05° х-зш?х, зт2х=25тхсозх. (6) 
Аналогично, найдем 


3 12х м 


еб = ее" = (соз2х+15т2х) (созх+15тх) = с052хс0$х — зт 2х х + 


+ Из 2хсозх + со52хзт х) = с033х — Зс08х+ 13 зтх- 4х} 
Подставим формулы двойного аргумента (6) и используем основное тригонометричес- 
кое тождество зт”х + соз’х = 1. Преобразуем и приравняем действительную и мнимую 


части равенств, получим известные тригонометрические формулы тройного аргумен- 
тов 


соз3х = 4с0$°х—Зсозх, зш3х = Ззтх-4зш%х. (7) 
В общем случае, 
= (соз((и —1)х) +15щ((и — 1)х)) (созх +15 х) = с0$((и — 1)х)созх — 


т 


е х =е'""` Ох ой 


— т ((и — Ох) зшх+ Иза((и — 1)х) созх + со5((и —Т)х) шт ®) 
Приравняя действительную и мнимую части равенств, получим известные тригономет- 
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рические формулы 
со$(их) = со5((и — Г)х)созх —т((и — 1)х)зшх, 
зт(их) = зт((и —Т)х)созх + со5((и — Т)х) зшх. 
В частности, 
с0$4х = с083хс0зх — за3хзшх, 


зш4х = $ш3хс05х + со5Зхзшх. 
Подставляя формулы тройного аргумента (7), получим 


с0$ 4х = с0$3хс0$х — зш Зхзшх = ( с05°х—3с05 х)созх — [© зшх- 4х т х= 


=4с0$“х-— 3605’ х-—Ззш” х+4зштих = 4(с05“х + зщ “х)-3. 
с054х = 4(с05'х +зт“х)-3. 
Аналогично, 


эт 4х = эп Зхсо$х + со$3хзш х = [6 зшх-4 зат х)созх + ( с03`х—3с0$ х)зт х= 


= -4зт 3х созх + 4с0$°Х 5х. 


: 2 519 : 
$ш4х = 4(соз х-—зШ х)созх т х. 


Тождество Лагранжа 


Запишем очевидное равенство для векторов а и Ь [4] 


|| |6? соз? ф+ |} оз” ф= а 52 : 


2М 


(8) 


(9) 


(10) 


(0 


По определениям скалярного и векторного произведений векторов а и Ъ а: 6 = |а]ь с0$ф, 


а х ь = а й ы зшф данное равенство можно записать в виде 
(а-5)? + (ахь)? = АР. 


Это хорошо известное тождество Лагранжа. 


(12) 


Используя определения скалярного и векторного произведений векторов, мож- 


но записать эти определения как производные по параметру 


> 


9 (ав) =вхь 
0ф 


2 вхы = -Ы. 
0ф 


Умножая второе равенство на 7 ‚ складываем с первым равенством 


д | ; 

анны) еек 

о(а-в|+ахв)_., [ а 
|а. 5] + Йахь | а. 5 +1ахь 


(а -5 +Йахь= ^+шС = а.В]-+йахЬ = Се”. 
При ф=0 имеем С = а |5. Откуда 
а. 6+ 1ахь = | 
Запишем формулу Муавра для рассматриваемого случая 
(а. 6+ ахь]' =а”.6 


в. 


п п тф 


е 
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Заметим, что в векторной алгебре величина площади параллелограмма, построен- 
ного на векторах а и БЪ, равна ахь. Используя тождество Лагранжа (12), получим 


выражение для площади параллелограмма через скалярное произведение векторов 


$=./а[ 5 (а-Ь)?. (16) 


Величина площади треугольника, построенного на векторах а и Ъ, равна 


5= 5 Ь? (а) (17) 


Основное тригонометрическое тождество 


Запишем очевидное тригонометрическое равенство и преобразуем его 
2 зт хсо$х = 2 с0$ хзш х => 2 з3ш хсо0$ хах = 20$ хзш хах > 


2| с05 хзш хх = 2| с05 хэш хах + С > | эт х4 (т х) = -[ с0$ х4 (соз х)+ С > 
т’ х=-5с0$° х+С => с0$° х+зш’х= С. 
Из условия с05°(0) + зп’ (0) =1 находим С =1, и окончательно, 
605? х+5шх=1. (18) 
Аналогичные действия выполним для гиперболического аналога. 
25йх -сйх = 2сйх -зйх > 25йх - сйхах = 2сйх : зйхАх > 
2| 5йх + спхах + С = 2| сйх - зпхАх > 2| йха (5йх)+ С = 2| спха (сйх) > 
5й?х+С = сй*х = сй?х- 51° ХЕ С. 
Из условия с/’(0)- 5й*(0) =1 находим С =1, и окончательно, 
ср?х-5йх =1. (19) 


Тригонометрические формулы 
двойных и тройных аргументов 


Рассмотрим хорошо известное тригонометрическое равенство зш2х = 2$шхсозх. 
Дифференцируем левую и правую части равенства 


! ! 
(т2х) =2с0$2х, (25тхсозх) = 2(со5?х _ зи?х) 
Откуда следует известная формула 
с0$2х = с03’х —зШш^х. (20) 
Теперь дифференцируем последнее равенство 
, р 
(соз2х) =-2зт2х, (соз?х _ зи) = -4т хсозх. 
Мы получили исходное равенство 
зш2х =25шхсо$х. (21) 
Замечание. Формулы (20) и (21) обладают свойством обратимости в том смысле, что 
дифференцирование первой формулы приводит ко второй, а дифференцирование вто- 
рой - к первой. 
Производная первой из формул может быть обращена назад обратной операци- 
ей дифференцированию -— интегрированием. Например, интегрируя последнее равен- 
ство, получим 
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| $ш 2хах = [251хсоз хх = | зшхсо$ хах +| $ш хсо$ хах = 


2 : 12 
: з со$2х со5х чи7х 
ыы -| созх4(созх) + | зш ха (зш х) => = + +С. 
2 2 2 
Запишем равенство в точке х=0 
2 я 
с0$0 050 5170 | 
= +С>С=0, -—с0$2х =-с05?х + 2х, 


2 2 
возвращаемся к формуле (20). 
Аналогично, рассмотрим гиперболические равенства 
5й2х = 25йхсйх, (22) 
СР. (23) 
Дифференцируем левую и правую части равенств 


(12х) =2ей2х, (Фбйхейх) = 2(ей?х + 512) 
Откуда следует формула (23). Теперь дифференцируем равенство (23) 
(й2х) = 25й2х, [бе + 517) = 45йхсйх. 
Получим исходное равенство (22). 
Как для тригонометрических формул (20) и (21), так и для формул (22) и (23), 
имеет место свойство обратимости. Например, интегрируя равенство (23), получим 


| 5й2хах = 2| 5йхсйхах = | 5йхейхах +| 5йхсйхах = | 5йха(йх) +| 5йхейха(сйх) => 


сй2х 5й?2х сй’2х 
——= ++ 


С: 
2 2 2 
2 2 
Запишем равенство в точке х =0, р = “. у + и - +С > С =0, возвращаемся к фор- 


муле (22). 
Рассмотрим хорошо известное тригонометрическое равенство эт Зх = Ззшх —Азштх. 
Дифференцируем левую и правую части равенства 


(513х) = 3с0$3х, [ зшх- 4зт3х) =3с0$х-12 зщ” хсозх = 
=3созх-—12(1- с05* х)созх = 12с05° х—9созх. 
Откуда следует известная формула 


соз3Зх =4с05`х —3с03х. (24) 

Теперь дифференцируем это равенство 
' 1 
(соз3х) = -Зэщ 3х, ( со5*х-3 созх) =Ззтх -12 05° хзшх = 
= Ззтх-12(1-—з* х)зшх = 12 5щ` х-9 5х. 

Получим исходное равенство 

эт 3х =Ззтх-4зш\х. (25) 

Рассмотрим известное гиперболическое равенство 5й3х = З5йх + 45й`х. Диффе- 

ренцируем левую и правую части равенства 


(йзх) = ЗсйЗх, (их + дей?) = Зейх +125й* хейх = Зейх +12(сй*х —Пейх = 


= -9сйх+12ейх. 
Откуда следует формула 
сйЗх = -Зейх + 4ейох. (26) 
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Теперь дифференцируем это равенство 
(сйЗх) = 35ЙЗх, | Зейх + дет? х) = -Зэйх +12сй*хуйх = 


= -З5йх + 12(1 + 5й?х}йх = 95йх + 125й3х. 
Получим исходное равенство 
5йЗх = З5йх + 45й3х. (27) 


Формулы тригонометрических соотношений 
суммы и разности аргументов 


Рассмотрим хорошо известное тригонометрическое тождество 
зт(х + у) = 5шхсо0$ у + со5хзшу. (28) 
Дифференцируем его по переменной х 


0. д: а 
о + у) = со$(х + у), 5; хсозу + с0$ ХТ у)= 05х05 у —зшхзшу 
х х у 


В результате получим формулу 
с0$(х + у) = с0$хс05 у-зшхзшу. (29) 
Теперь дифференцируем равенство (29) по переменной х 


д д 
О + у) = -зт(х + у), 5; (605х505 — с0$хс05 у) = $1 хс0$ у + с05 хз у. 
х х 


В результате получим формулу (28). 
Рассмотрим тождество 
зт(х-— у) =зшхсо$ у — созхзшу. (30) 
Дифференцируем его по переменной у 


0. 0/. | 
И — у) =-со3(х- у), 5, п хсозу — с0$ хзт У)= — созхзш у — зш хс0$ у— 
р а 


со$(х-— у) =—с05хс0з у-зшхзшу. 
В результате получим формулу 

со$(х-— у) =с0$хс0$ у-+5шхзшу. (31) 
Теперь дифференцируем полученное равенство по переменной у 


д д | 
2-09 — у) = зщ(х- у), 5, (0 хс05 у +5 хзШ у) = — 0$ хз у + $ 5% с0$ у. 
У У 


В результате получим формулу (30). 
Рассмотрим тождество 


зшх.с0$ у = ГВС: + у) + зш(х — у)]. (32) 


Дифференцируем его по переменной х 


х 
В результате получим формулу 


ми .созу=с05х-с08 у, © [вые + у) + зш(х — ы = ео + у) + со$(х- у)]. 
х 


с0о$х-с0зу = Гео +у) + со$(х — у)]. (33) 


Дифференцируем равенство (32) по переменной у 


А .созу=-5шх- 5 у, С [тс + у) + зш(х — ы = ЗС +у)-—со3(х- у)]. 
ду ду 2 2 
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В результате получим формулу 


зшх.зшу= [со + у) +со$(х- у)]. (34) 


Формулы гиперболических соотношений 
суммы и разности аргументов 


Рассмотрим известное гиперболическое тождество 
5й(х + у) = йхсйу + сйх5йу. (35) 
Дифференцируем его по переменной х 


= 5й(х + у) = сй(х+ у), С (йе + сйхзйу) = сихейу + йхзйу. 
х х 


В результате получим формулу 
сй(х + у) = сйхсйу + 5йхдйу. (36) 
Теперь дифференцируем равенство (36) по переменной х 


Их + у) = 5й(х + у), (ей + йх5йу) = 5йхсйу + сйхйу. 
х х 


В результате получим формулу (35). 
Рассмотрим тождество 
5й(х — у) = зйхсйу — сйхбйу . (37) 
Дифференцируем его по переменной у 


И —у)=-ей(х- У), С (йе — сйхуйу ) = зйх5йу — сйхсйу. 
У у 


В результате получим формулу 
сй(х -— у) = сйхсйу — 5йхзйу. (38) 
Теперь дифференцируем равенство (38) по переменной у 


ое —у)=-5й(х- у), С (св - йххйу) = сихзйу — 5йухсйу. 
и В 


В результате получим формулу (37). 
Рассмотрим тождество 


5йх- сйу = СИ +у)+5й(х-у)]|. (39) 
Дифференцируем его по переменной х 


и . сйу = сйх - сйу, С [ео + у) + 5й(х — ы = ее + у) + сй(х — у)]|. 
Ох Ор 2 
В результате получим формулу 

сйх-сйу = БЕ + у) + сй(х — у)]|. (40) 


Дифференцируем (39) по переменной у 


а . сйу = 5йх- 5йу, она + у) +5й(х— ы — т +у)-сй(х- У). 
ду ду\ 2 7. 
В результате получим формулу 


5йх-5йу = ЕН )- сх») (41) 
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Формулы для обратных тригонометрических функций 


Запишем равенство 


= 0 и интегрируем его. Поскольку | == 
1-х 


1 1 
Ея? Уря” 


= агсзш х +С\, с одной стороны, а | 


Хх 


1-х 


= —агссозх-+С,, с другой стороны, то 


. ь п 
агсш х + агссозх = С. При х=0 имеем агсзт 0 -+ агссо$0 = — , следовательно, 


п 
агсзш х +агссозх = га (42) 
1 
Аналогично запишем равенство Е 5 =0 и интегрируем его. Поскольку 
РЕ” Вх 
Ах ы 
| ты = агсюх +С., с одной стороны, а | РИ = -а’гссюх +С,, с другой стороны, 
-+х +х 


п 
то агсех + агсаюх = С. При х=0 имеем агс1ю0 + агсс!е0 = т следовательно, 


агсфох + агсс® = 5. (43) 


Обратные гиперболические функции а’зйх, а’гсйх, атйх, агсйх имеют анали- 


тические формы выражения. Найдем у = агуйх как решение уравнения 


—2 уе -1=0 => е* =у+\/у?+1 хеши 


Оставим знак «+», поскольку е” > 0 
, у 


агуйх = п: +\х2 + 0) (44) 


Дифференцируем это равенство 


(а’зйх)’ = (+ ЖЕ] 7) = +) 1 Е. 1 


хх? +1 ИЕ +1 /х2+1 


Отсюда 


= агуйх + С. (45) 


[ Ах 
Ух? +1 


Се е +е 
Найдем у = агсйх как решение уравнения 


= у. 


уе" ое" ву хеш] 
ууу =1> 0 У+./У? -1>0 
У ы1 У >1 

Отсюда следует, что 


агсйх = Ш +\/х* — т (46) 
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Дифференцируем это равенство: (агсйх)' = (5. + Ах? — Г] = = Отсюда 
х —1 


= агсйх + С. (47) 


[ Ах 
ух? -—1 
Некоторые тригонометрические 
и гиперболические равенства 


2 *:.2 ” 
К тождеству (соз х+зш х) =1 применим бином Ньютона 
п п-1 
(соз? х+з” х} = хх. С" с087* хэш" 2 х = 5" Х+с087" Х+ №, С с05"й хэш?" 2х, 
к=о р 
В сумме объединим слагаемые с одинаковыми биномиальными коэффициентами ви- 


да С*=С"*". Вынесем общий множитель вида со$”^ хзш”х и в результате получим 


равенство 
Е п/2 
(соз? х+яш” х} = 3?" +005" х+», С (соз 
= 


2п-4к х 4+ 5112" х)соз”* х$ш7^ х, 


ИЗ которого следует равенство 
п/2 


т” х+с08" х=1-У' С (соз?" хазш” х)соз”* ХИ" + (48) 
= 
Применим это равенство для и = 2,3,4,5 


05 Хз" х=1- С} с0$° х.з х, 
605 х+ш° х=1- С! (оз? х+ Ш? х)соз? хзш”х, 
31 х+с0$' х =1- С (оз х+3ш* х)соз? хэш? х-— С} с0$' хэш х, 
38° х+605°х=1- С: (т х+с05° х)соз? хзш? х- С: (оз? х+с05? х)соз* хзШ! х, | 
3? х+с08 2 х=1- С (в х+с08° х)соз? хзи х- С? (оз х+с05* х)соз хзни х- 
— С: 08° хшох. 
Подставим выражения т” х+с05”" х из предыдущих равенств, преобразуем и резуль- 


таты сведем в табл. 1. 
Аналогично тригонометрическому тождеству рассмотрим гиперболическое ра- 


венство (их _ 5х} =1 
(их а 5й2х} = у (ОСА 5Й“ хей"х = 
рей (49) 
ей" х + ("5х + у С С (к 1)" 52" хр хер х, 

Применим это равенство для п 3.4.5 

сх + 5йАх = 1+ Сосй?х. 5х, 

сй°х — 5й°х =1+ Сей хй^х, 

5йх + сх =1+С; "х + сх)? — Сс‘ хйАх, ит.д. 

5х ей х =1+С: (их _ 5йбхей2хяй2х — Сей‘ хйАх, 

5й?х+ей?х =1+С, (их + сх]? — С? (5х + сх ей хзй Ах + Сосйбхзй 5х. 
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2 2 
Подставим выражения 5й“х +сй”"х из предыдущих равенств, преобразуем их и резуль- 
таты сведем в таблицу. 


Таблица 1 
Тригонометрические тождества Гиперболические тождества 
с05* х+зш“ х=1-2605’х-5ш”х сих“ х=1+2сй?х-5й7х 
с0$° х+5щ°х=1-3с05° хэш” х сйбх — зйбх =1+Зсй?х.5й?х 
с05* хз х =1-4605° хзш” х+2с05* хш“ х сх + 5х = 1+ 4ей2х 512 х — ой‘ хзй “Ах 
с05' х+зш 0х =1- 551? хс05° х+560$* хзш“х сохр 0х =14 50? х-5й2х + бер‘ хуй“ х 
605? х+зт? х=1-— 651? хс0$’ х+9с05' хзш“ х+ сих +5? х =1+ бей?х. 5й?х + ей‘ хуй х— 
+8с0$° хзшх — Вей хуй“ х 


Дифференцируем тождества таблицы, получим ряд новых соотношений. Например, 


т 
12 я 2 . 10 10 . 
(соз х+зт х) = 125 х-с05 х)5тх созх, 
| 


(1 — 651” хс05’ х+9с05* хэш“ х+8с05° хэш х.) = 
= 12(-зт хсозх+3с05° хзш? х+4с05° хэш? х)(-51* х.+ с0з? х). 
со х-зш®х= (1-3с05° хэш” х-4с05 хэш” х)(с0$° х-— Ш” х.). 
(#?х + 5х) — 125119 + ст х]йхейх, ( + бей? х- 5й?х + Эс“ хуй“ х Зейбхзйбх) = 
= 12(ейх эйх + Зсй“хй”х — дей хх 5х + сй?х) 
ср0х + 5й 9х = (1 +Зей?х5й?х — дей“ хвй“х). (2х + 5й2х) 


ит.д. 
Снова сведем результаты в таблицу. 


Таблица 2 
Тригонометрические тождества Гиперболические тождества 
С0$' Х-$ШИх = с0$° х-5Ш”х сй*х-— вр“ х = 5й?х + сй°х 
с08$°х-5шбх= (| — с05? хз” х(соз? х—51” х) србх + зйбх = (| 2 сп?хэй?х) (512х + сй2х) 
со х-знЁх = (1 —2с03? хэш? х) (сз? х— $1? х) ср8х — 5йвх = (1 + Зей?х5й?х (сй?х + 5й2х) 
со х-зшх = (1-3с05? хз? х—4с05' хэш х). | сибх+5й 9х = (1 + с? х5й?х— дей“ хвйх). 
- (с08’ хз? х) ((ей?х + й2х) 
Заключение 


В работе показана дифференциальная и интегральная связь между различными 
тождествами. Исходя из какого-либо тождества, путем дифференцирования или ин- 
тегрирования последнего, получают новые тождества. В работе воспроизведен ряд 
известных тригонометрических тождеств. 

По мнению авторов ими предложен более простой способ вывода формулы Эйлера 
по сравнению с традиционным, при котором данная формула выводится с помощью 
степенных рядов [2-4]. Кроме того, на основании тождества Лагранжа и формулы 
Эйлера удалось представить скалярное и векторное произведение векторов в комп- 
лексной форме и записать для этого случая формулу Муавра. 

В большинстве своем тригонометрические тождества при многократном диффе- 
ренцировании обладают своеобразным свойством возвращаться к исходному виду. Это 
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объясняется тем, что производная от производной таких тригонометрических функ- 
ций, как зшх и созх, с точностью до знака, опять дает прежние функции зшх и созх. 

В работе также показана возможность получения ряда неопределенных интег- 
ралов от некоторых функций. Метод имеет широкие возможности и его применение 
выходит за рамки данной статьи. Он может применяться при доказательстве ряда тож- 
дественных соотношений и неравенств [1], а также для получения новых тождеств, 
вычисления интегралов и т.п. 
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Диференщальн! перетворення тотожностей як метод отримання нових сиввдношень 

У стати розглянуто диференщальн! та 1нтегральн! перетворення р!зних тотожностей. Показано, як пох1дн! 
вд вдомих тотожностей призводять нов! тотожность, а також вже 1снуюч!. Метод дозволяе легко отримати 
нов! сшввдношення, а також довести вом! тотожностт. На думку автор1в запропонован @1лыш простий 
спос1б отримання формули Ейлера, у той час, як при класичному шдход! вона дстаеться за допомогою 
теорй степеневих рядв. Крм того, на шдстав! тотожност! Лагранжа 1 формули Ейлера вдалось отримати 
скалярне 1 векторне множення вектор!в у комплекснй форм! 1 зробити запис для цього випадка формули 
Муавра. У своей б1льшост! тригонометричн! тотожност! мають властив!сть повернення до початкового 
сшвв1дношення шсля двох операшй диференциювання. Метод мае широк! можливост1, як! виходять за 
меж! ц!ЕТ статтт. Ван також може бути корисним для доказу тотожностей та нертвностей, для отримання 
нових тотожностей, для розрахунку 1нтегралав. 


Г.Р. Мтопепко, 1.Г. Регепко 

ОШегепиа! Тгап$огтайоп$ 07 еп йе$ а5 Пе Мео4 ог Обатие Меу Согг@айоп$ 

ТБе ригрозе оЁ фе рарег 1$ бе Аш ег деуеюртепЕ оЁ Фе \уеП-Кпо\уп ш тафетайс$ тефо4 Юг тапзЮгтаноп 
о 14епайез. Зоте Ч1егепиа| ап ищезта| гапзогтаНопз о уатоц$ 14епй Нез оЁ Фе таетайса| апа[у$15 
аге ргорозе ш е рарег. Те тео4 Ваз гоо4 тафетайса! ро$з16Ш@ез ап4 1$ улаег ап 1$ рарег. [ сап 
Бе аррПе4 ог ргоуше 14епй Нез ап4 шедааПие$ ап оМашише пе\у 14епнйез. Зо, а зпаре ргооЁ оЁ пе Ещег” 
Гога 15 оНеге4. Вез14ез, \е Бауе 201 гергезещайоп оЁ Фе зса]аг ап уес!юг ргодис{$ оЁ ш а сотр!ех Юпп 
Фаё аПо\уз арр!уше Фе Гаотапое”$ 14епб у ап4 Фе Ещег$ Юпиша. Моз( оЁ пе\ 14епийез оМатед Бу 15 
тео аге ргеземе4 ш Фе 1аЫез. 


Статья поступила в редакцию 22.11.2010. 
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